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Abstract
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${\rm Res}_{\alpha}( \frac{h}{f^{f}})=\frac{1}{2\pi \mathrm{i}}\oint\frac{h}{f^{\ell}}dx$
$\text{ }\grave{\mathrm{x}}$ . , $f_{)}h\in K[x],$ $K=\mathbb{Q},$ $f$ , $\ell\in \mathrm{N}$ ,
$\alpha\in Z=\{x\in \mathbb{C}|f(x)=0\}$ .
Fact ([2, 4]) $\mathrm{I}\mathrm{E}^{\mathrm{P}}\ovalbox{\tt\small REJECT}$ $\frac{1}{f^{\ell}}$ i\partial Y‘‘^k $-^{\iota}\ovalbox{\tt\small REJECT}$ $[ \frac{1}{f^{f}}]\in H_{[Z14}^{1}(K[x])$ , $\ell-1$
$T$ .
$[ \frac{1}{f^{\ell}}]=T[\frac{f^{J}}{f}1\rfloor,$ $T= \sum_{i=0}^{l-1}(-\frac{d}{dx})^{l-1-i}t_{i},$ $t_{i}\in K[x]/\langle f\rangle$ .
, $T$ $T^{*}$ ,
$\oint\frac{h}{f^{\ell}}dx=\oint h[\frac{1}{f^{\ell}}]dx=\oint hT[\frac{f’}{f}]dx=\oint hT(\frac{f’}{f})dx=\oint T^{*}h(\frac{f^{\mathit{1}}}{f})dx$
, .
Theorem 11
${\rm Res}_{\alpha}( \frac{h}{f^{p}})=(T^{*}h)(\alpha)$ .
exact .
, $T$ . 3 ,
. 4 , . 5 , .




$T$ , 3 .
1 2 [4] . , 3 .
Fact ([1, 3, 4])
$D_{X}=K_{\mathrm{L}}[x,. \frac{d}{dx}]_{2}\sigma=[\frac{1}{f^{\ell}}]$
$P$ $P=f \frac{d}{dx}+\ell f’$ ,
. $\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}_{D\chi}(\sigma)=D_{X}\langle P_{j}$ f .
$D_{X}$ $M,$ $N$ , $M=D_{X}/\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}_{D_{X}}(\sigma),$ $N=D_{X}/D_{X}\langle f\rangle$ .
. $\dim_{K}\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{D_{X}}(M, N)=\deg f$ .
. $\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{D_{X}}(M, N)$ , $K[x]/\langle f\rangle$ .
[1] pp.52-53 , $T$ $t_{i}$ , to $(f’)^{-1}$ .
, .
$B_{i}=(- \frac{d}{dx})^{i}(f’)^{i}$ , $\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{D_{X}}(Dx/D_{X}\langle f^{\ell}\rangle, N)$ $B_{0},$ $B_{1},$ $\ldots,$ $B_{\ell-1}$ . ,
$B= \sum_{i=0}^{\ell-1}B_{l-1-i^{\mathrm{C}}i},$ $c_{i}\in K[x]/\{f\rangle,$ $c_{0}=1$
$B\in \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{D_{X}}(M, N)$ .
Lemma 21 $c_{i}$ . $i=1,2,$ $\ldots,$ $\ell-1$ ,
$c_{0}=1,$ $c_{i}=- \frac{1}{i}\sum_{j=1}^{i}\{\prod_{k=1}^{j}(\ell-1-i+k)\}\frac{\langle lj+i-j)}{(j+1)!}f^{(j+1)}(f’)^{j-1}c_{i-j}$.
: PB—P \Sigma \ell i 01 $B_{\ell-1-i}c_{\dot{x}}= \sum_{i=0}^{\ell-1}B_{l-1-i}w_{\ell-1-i}$ . ,
PB -l-i $=$ $(-f)(- \frac{d}{dx}\rangle B_{\ell-1-i}+\ell f^{t}B_{l--1-i}$
$=$ $\sum_{k=0}^{l-1-i}B\ell-1-\mathrm{i}-k\{(\ell k-\mathrm{i})\frac{(\ell-1-\mathrm{i})!}{(\ell-1-\mathrm{i}-k)!(k+1\rangle!}\}f^{(k+1)}(f’)^{k}$
$w_{\ell-1-i}$ ,
$w_{l-1-i}= \sum_{j=0}^{i}(\ell j+\mathrm{i}-j)\frac{(\ell-1-i+j)!}{\langle\ell-1-i)!(j\neg 11_{-})!}.f^{(j+1)}(f’)^{j}c_{i-j}$




Lemma 22 $T=Bu$ $u\in K[x]/\langle f\rangle$ , $(\ell-1)!(f’)^{2l-1}u=1$ .
: $T=Bu$ . $PT=PBu\equiv 0$ $(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} D_{X}f)$ , $\tau=T[_{f}^{L’}]$
$P\tau=0,$ $f^{\ell}\tau=0$ .
, $[ \frac{1}{f^{\ell}}]=T[_{f}^{L’}]$ $f’f^{l-1}$ , $f^{\ell-1}B\equiv(\ell-1)!(f’)^{2\ell-2}$ $(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} D_{X}f)$
,
$\langle\ell-1)!(f’)^{2\ell-1}u\equiv 1$ $(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} f)$
. , $f’(f^{l-1})\tau=[_{f}^{L’}]$ . $P\tau=0,$ $f^{\ell}\tau=0$ , $f’(f^{l-1})\tau=[_{f}^{L’}]$
$\sigma$ , $\tau=\sigma$ ]
Lemma 23 $T^{*}h=u(B^{*}h)$ .
: T*=(Bu $=u^{*}B^{*}=uB^{*}\mathrm{I}$
, Theorem 1.1 .
Theorem 2.4
${\rm Res}_{\alpha}( \frac{h}{f^{\ell}})=(u(B^{*}h))(\alpha)$ .
3
$-\mathrm{k}^{\prime \mathrm{u}}\text{ }\backslash$ g $\frac{h}{j_{1}^{l_{1}}\cdots f_{m}^{\ell_{\tau n}}}\text{ }\partial^{\mathrm{B}}$ . , $f_{1},$ $\ldots,$ $f_{m}\in K[x]$ .
, $Z=\{x\in \mathbb{C}|f1(x)\cdots f_{m}(x)=0\}$ $\text{ }\mathrm{t}_{3^{-}}^{\pm}\overline{\backslash }$ $\sigma=[_{f_{1}^{1}\cdots f_{\mathrm{m}}^{l_{rn}}}^{1}\propto]$
, $p=-f_{1}f_{2}\cdots f_{m},$ $q=\ell_{1}f_{1}’f_{2}\cdots f_{m}+\ell_{2}f_{1}f_{2}’\cdots f_{m}+\cdots+l_{m}f_{1}f_{2}\cdots f_{m}’$ , $P$
$P=p(- \frac{d}{dx})+q$ , $\sigma$ $P\sigma=0,$ $(f_{1}^{\ell_{1}}\cdots f_{m^{m}}^{\ell})\sigma=0$ ,
, $\sigma$ $\sigma=\sigma f_{1}+\cdots+\sigma f_{m},$ $\sigma f_{k}\in H_{[Z_{f_{k}}]}^{1}(K[x]),$ $Zfk=\{x|f_{k}(x)=0\}$ .
–
, local operator , $P\sigma=0$ $P\sigma fk=0$ . , $Dx$ $M=$
$D_{X}/D_{X}P+D_{X}\langle f_{1}^{\ell_{\iota}}\cdots f_{m^{m}}^{l}\rangle$ simple , $\sigma_{fk}=T_{fk}\acute{\mathrm{L}}^{\frac{f_{k}’}{f_{k}}]}$ Tf .
( $\text{ }\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathscr{L}\mathrm{i}$ $\mathrm{I}_{1}^{---}f_{1}-\cdot\cdot\overline{f_{\mathrm{m}}^{p_{m}}}h$ $\theta_{\grave{\mathrm{J}}}\text{ }$ $\not\in\ovalbox{\tt\small REJECT}\not\equiv$ )
, $f=f_{k},$ $\ell=$ $k$ , $a=f_{1}\cdots f_{k-1}f_{k+1}\cdots f_{m}$ .
$B_{i}=(- \frac{d}{dx})^{i}(f’a)^{i}$ , BJ=\Sigma i\ell 01Bl-l-i .
Lemma 31 $c_{i}$ . $i=1,2,$ $\ldots,$ $\ell-1$ ,
$c_{0}.=1,$ $c_{i}=- \frac{1}{i}\sum_{j=1}^{i}\{(^{\ell-i+j}j+1)p^{(j+1)}+(\begin{array}{ll}p-\mathrm{l}-i+ jj \end{array})q^{(j)} \}(f’a)^{j-1}c_{i-j}$.
: Lemma 2.1 , 1
Lemma 32 $g=f_{1}^{\ell_{1}}\cdots f_{k-1}^{l_{k-1}}f_{k+1}^{p_{\mathrm{k}+1}}\cdots f_{m^{m}}^{l}$ . $Tf=Bfu$ $u\in K[x]/\langle f\rangle$ & ,
$(\ell-1)!(f’)^{2\ell-1}a^{\ell-1}gu=1$ .
: Lemma 22 .
138
4
2 , $;\mathrm{g}$ \Phi $\text{ }\backslash \cdot\frac{h}{f^{l}}$ , .
. , Theorem 24 , $T$ Lemma 21,
22, 23 .
, step $K[x]/\langle f\rangle$ , ,
. , .
, $\mathbb{Z}[x]$ .
3 , , .





$7\subset \mathrm{I}$ $p^{\backslash \backslash }$ $\overline{7}\Delta$a
$\mathrm{A}1g$ $4.1$ $|$$|$ $i \mathrm{g}\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{g}\frac{h}{\ell}$ $\emptyset \mathrm{J}^{\mathrm{i}}\ae.\ovalbox{\tt\small REJECT} 71\equiv-+\mathrm{p}\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\mathrm{A}}$ residue
$\mathrm{A}1_{\mathrm{o}}\sigma$ $4.2$ $-\Re \mathfrak{W}$ $f_{\epsilon}\zeta k\Phi\ovalbox{\tt\small REJECT}.\ovalbox{\tt\small REJECT}.\Re \mathit{0})\mathrm{r}_{\ae^{\mathrm{Z}}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\mathrm{D}}^{-}}\overline{=}+\ovalbox{\tt\small REJECT}$ $\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{d}\mathrm{u}\mathrm{e}_{-\epsilon}\sigma_{1}$
137
5
Example 51 $f=x^{3}-x-1,$ $\ell=3,$ $h=1$ , $\text{ ^{}\prime}\dagger^{\mathrm{d}}\phi^{1}\mathrm{f}\mathrm{i}^{\mathrm{L}}\dagger T\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\text{ }L\text{ }$ .
[ $\frac{h}{f^{\ell}}\rfloor 1=L[\frac{f’}{f}.],$ $L= \sum_{i=0}^{l-1}(-\frac{d}{dx})^{\ell-1-}$“




[157] laurent2 $\zeta \mathrm{x}^{\wedge}3-\mathrm{x}-1,3,1$ );
$[24334, [414*\mathrm{x}^{\wedge}2-621*\mathrm{x}+253,-3726*\mathrm{x}^{\wedge}2-414*\mathrm{x}+6210,-9810*\mathrm{x}^{\sim}2+9126*\mathrm{x}+6540]]$
[158] snoether $(\mathrm{x}^{\wedge}3-\mathrm{x}-1,3,1)$ ;
$[24334, [414*\mathrm{x}^{\wedge}2-621*\mathrm{x}+258,-3726*\mathrm{x}^{\wedge}2-414*\mathrm{x}+6210,-9810*\mathrm{x}^{\wedge}2+9126*\mathrm{x}+6540]]$
Exanple5.2 $R(x)= \frac{1}{(x^{4}-3x^{3}+2x^{2}+x-7)^{3}}$ .
$B=B_{2}c_{0}+B_{1}c_{1}+B_{0}c_{2}$ , Alg 41 .
Input $f=x^{4}-3x^{3}+2x^{2}+x-7,$ $\ell=3,$ $h=1$
Stepl $c0,$ $c1,$ $c2$ (Lemma 21)
$c_{0}=1,$ $c_{1}=-36x^{2}+54x-12,$ $c_{2}=330x^{2}-720x+2418$








${\rm Res}= \frac{1}{289864661032000}$ $(-30209148384x^{3}+95377636704x^{2}+133022875680x-173675480064)$
138
[109] residue $(\mathrm{x}4\wedge-3*\mathrm{x}^{\wedge}3+2*\mathrm{x}^{\sim}2+\mathrm{x}-7,3,1)$ ;
$[289854661032000,-30209148384*\mathrm{x}^{\wedge}3+95377636704*\mathrm{x}^{\wedge}2+133022875680*\mathrm{x}-173675480064]$
$\alpha\in\{x|f(x)=0\}$ , .
${\rm Res}_{\alpha}(R)= \frac{\mathrm{s}^{1}}{18\cdot 5\cdot 1103}$$(-314678629\alpha^{3}+993517049\alpha^{2}+1385654955\alpha-1809119584)$
Example 53 $R(x)= \frac{x^{3}+1}{x^{18}-2x^{14}+x^{10}-x^{8}+2x^{4}-1}$ .
, $R= \frac{44\underline{9}-22x^{2}-x+1-}{(x+x+x+x+1)(x-x+xx+1)(x+1)(x+1)(x1)}$ , Alg 42 ,
.
[1181 residue-g $(\mathrm{x}^{\wedge}3+1,\mathrm{x}^{\sim}18-2*\mathrm{x}^{\wedge}14+\mathrm{x}^{\wedge}10-\mathrm{x}^{\sim}8+2*\mathrm{x}^{\wedge}4-1)$ ;
$\mathrm{x}^{\wedge}4+\mathrm{x}^{\wedge}3+\mathrm{x}^{\wedge}2+\mathrm{x}+1$ : $[50, -2*\mathrm{x}^{\wedge}2-\mathrm{x}-2]$
$\mathrm{x}^{\wedge}4-\mathrm{x}^{\wedge}3+\mathrm{x}^{\wedge}2-\mathrm{x}+1$ : $[50, -2*\mathrm{x}^{\wedge}3+4*\mathrm{x}^{\wedge}2-\mathrm{x}-2]$
$\mathrm{x}^{-}2+1$ : $[128, 32*\mathrm{x}+20]$




${\rm Res}_{\alpha}(R)=- \frac{1}{25}\alpha^{2}-\frac{1}{50}\alpha-\frac{1}{25},$ ${\rm Res}_{\beta}(R)=- \frac{1}{25}\beta^{3}+\frac{2}{25}\beta^{2}$ $\frac{1}{50}\beta$ $- \frac{1}{25},$ ${\rm Res}_{\gamma}(R)= \frac{1}{4}\gamma+\frac{5}{32}$ ,
${\rm Res}_{-1}(R)=- \frac{39}{320},$ ${\rm Res}_{1}(R)= \frac{67}{s2- 0}$
6
CPU $\langle$ ) , , .
CPU;Pentium4 $2.6\mathrm{G}\mathrm{H}\mathrm{z}$ , RAM: IGB, $\mathrm{O}\mathrm{S}:\mathrm{W}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{w}\mathrm{s}\mathrm{X}\mathrm{P}$, Software: $\mathrm{R}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{a}/\mathrm{A}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{r}$
$fi=x+1,$ $f_{2}=x^{2}-3x+5,$ $f_{3}=x^{3}-x-1$ , $f_{4}=x^{4}+1,$ $f_{5}=x^{5}+3x^{4}+1,$ $f_{6}=x^{6}+5x^{4}+x^{2}+3$ ,
$f_{8}=x^{8}+5x^{5}-x^{4}-x^{2}+1,$ $f10=x^{10}+x^{7}-x^{5}+3x^{4}+2x+1,$ $f_{25}=x^{25}+x^{12}+1,$ $f\mathrm{s}\mathrm{o}=x^{50}-4x^{11}+1$
61
$L$ , 2 3 , .
$[ \frac{h}{f^{\ell}}]=L[\frac{f’}{f}],$ $L= \sum_{i=0}^{\mathit{1}-1}(-\frac{d}{dx})^{\ell-1-\dot{\iota}}a_{i}$
138
snoether(2004) , [1] pp.53-54 . Noether
snoether(2005) .
62 $\frac{h}{f^{\ell}}$ $—\overline{\mathrm{p}}\mp\backslash$’
residue step . residue
, snoether(2005) .
63 $\frac{1}{Den}$
. pfdl : ( )
. pfd2 : Euclid




. pfd3-res: $\mathrm{p}\mathrm{f}\mathrm{d}3$ residue
. residue.g :Alg 42( )




- $K[x]/\langle f\rangle$ .
- .
- . ( , )
[1] , : ,
1395 $\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{p}\mathrm{u}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}$ Algebra-Design of Algorithms, Implementations and
Applications\rfloor (2004), 50-56.








$\mathrm{R}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{a}/\mathrm{A}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{r}$ ( $\mathrm{h}\mathrm{t}\mathrm{t}\mathrm{p}://\mathrm{w}\mathrm{w}\mathrm{w}.\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{h}$ sci.kobe-u. $\mathrm{a}\mathrm{c}.\mathrm{j}\mathrm{p}/\mathrm{A}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{r}/$) .
1. snoether
$/*\mathrm{F}$ : ( }, $\mathrm{L}$ : ( ), H: ( ) $*/$
def snoether (F. $\mathrm{L},\mathrm{H}$ ) $\{$
$\mathrm{X}=\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}(\mathrm{F})$ ;
$\mathrm{M}=$ ( $\mathrm{L}<\deg$ (F. $\mathrm{X})+1$ ) $7\mathrm{L}:\deg(\mathrm{F},\mathrm{X})+1$ ;
$\mathrm{D}\mathrm{F}=\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{w}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}(\mathrm{M}+1_{\mathrm{s}}\zeta \mathrm{F}]):\mathrm{f}$ or $(\mathrm{I}=1;\mathrm{I}<\mathrm{I}4+1;\mathrm{I}+\dagger)\mathrm{D}\mathrm{F}[\mathrm{I}]=\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}(\mathrm{D}\mathrm{F}[\mathrm{I}-1],\mathrm{X})i$
DFP$=\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{w}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}$ $(\mathrm{L}, [1] )i^{\mathrm{f}}$ or $(\mathrm{I}=1;\mathrm{I}<\mathrm{L};\mathrm{I}++)$ $\mathrm{D}\mathrm{F}\mathrm{P}\zeta \mathrm{I}]=\mathrm{s}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}(\mathrm{D}\mathrm{F}\mathrm{P}[\mathrm{I}-1]*\mathrm{D}\mathrm{F}[1]\prime \mathrm{F})$ ;








$\mathrm{C}$ [ ] $=$ -srem $(\mathrm{C}[\mathrm{I}],\mathrm{F})/\mathrm{I}j$
$\}$
for $(\mathrm{I}=0;\mathrm{I}<\mathrm{L}j\mathrm{I}++)\mathrm{C}[\mathrm{I}]=\mathrm{s}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}\langle \mathrm{C}[\mathrm{I}]*\mathrm{D}\mathrm{F}\mathrm{P}[\mathrm{L}-1-\mathrm{I}], \mathrm{F}\rangle$ ;




$\mathrm{X}$ } $+1$ ;
$\mathrm{D}\mathrm{H}=\eta \mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{w}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}(\mathrm{N}, [\mathrm{H}])$; $\mathrm{f}$ or $(\mathrm{I}=1j\mathrm{I}<\mathrm{N};\mathrm{I}++)$ $\mathrm{D}\mathrm{H}$ [ ] $=\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}(\mathrm{D}\mathrm{H}[\mathrm{I}-13.\mathrm{X})/\mathrm{I};\mathrm{D}\mathrm{H}=\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{p}$ (Srem, $\mathrm{D}\mathrm{H},$ $\mathrm{F}$ ) ;
$\mathrm{L}\mathrm{C}=\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{b}\mathfrak{l}\mathrm{V}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}(\mathrm{L}, [\mathrm{C}[\mathrm{O}1*\mathrm{D}\mathrm{H}[0]])$ ;
for $\langle \mathrm{I}=1;\mathrm{I}<\mathrm{L};\mathrm{I}++\rangle$ $\{$
$1l=\mathrm{C}[\mathrm{I}]*\mathrm{D}\mathrm{H}[0]$ ; $\mathrm{K}=\mathrm{L}-1-\mathrm{I};\mathrm{C}1\overline{\sim}1$ ;












$\mathrm{L}\mathrm{P}=\mathrm{i}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}(\mathrm{L}\mathrm{P},$ $2$ } ; if $(\mathrm{L}\mathrm{P}==0)$ break;
$\mathrm{B}=\mathrm{s}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}(\mathrm{A}*\mathrm{A},\mathrm{F})$ : $\mathrm{A}=\mathrm{p}\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{z}\mathrm{p}(\mathrm{B})$ ; $\mathrm{K}=\mathrm{s}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}(\mathrm{A},\mathrm{B})*\mathrm{K}*\mathrm{K}$ ;
$\}$
$\mathrm{U}\mathrm{D}=\mathrm{f}\mathrm{a}\mathrm{c}(\mathrm{L}-1)*\mathrm{s}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}(\mathrm{Q}\mathrm{N}, \mathrm{Q})^{-}(2*\mathrm{L}-1)*\mathrm{Z}\mathrm{D}$ :
$\mathrm{C}=\alpha \mathrm{a}\mathrm{p}$(srem, $\mathrm{C}^{\tau}*\mathrm{U}\mathrm{N},\mathrm{F}$ ):





$/*\mathrm{N}\mathrm{U}\mathrm{b}1$: , DEN: . [[ , ], . . .] . $*/$
$/*$ ( ) , , . . $*/$
def residue-g(NUM,DEN) $\{$
$/*$ $*/$
if (tyPe (DEN) $==4$ ) $\{$
$\mathrm{N}\mathrm{u}\mathrm{m}=\mathrm{K}\mathfrak{P}\mathrm{N}$ :













$\mathrm{f}$ Or $(\mathrm{J}=1;\mathrm{J}<\mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{n}:\mathrm{J}++)$ p* $=(\mathrm{I}\text{ }=\mathit{1})?\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}(\mathrm{D}[\mathrm{J}][0], \mathrm{X})$: $\mathrm{D}[\mathrm{J}][0]$ ;
$\mathrm{Q}+=\mathrm{T}\mathrm{m}\mathrm{p}$ :
$\}$
$\mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{x}\mathrm{L}=0$;for $(\mathrm{I}=1 ;\mathrm{I}<\mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{n};\mathrm{I}++)$ if $(\mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{x}\mathrm{L}<\mathrm{D}[\mathrm{I}][1])\mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{x}\mathrm{L}=\mathrm{D}[\mathrm{I}][1]$ ;
$\mathrm{D}\mathrm{P}=\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{w}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}(\mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{x}\mathrm{L}\star 1, [\mathrm{p}]);\mathrm{f}$ or $(\mathrm{I}=1;\mathrm{I}<V‘ \mathrm{a}\mathrm{x}\mathrm{L}+1;\mathrm{I}++)\mathrm{D}\mathrm{P}[\mathrm{I}]=\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}$ ( $\mathrm{D}\mathrm{P}$ [I-1 $].\mathrm{X}$) $/\mathrm{I}$ :
DQwewvect (MaxL , [Q] ) ; $\mathrm{f}$or $(\mathrm{I}=1 ; \mathrm{I}<\mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{x}\mathrm{L}j\mathrm{I}++)\mathrm{D}\mathrm{Q}[\mathrm{I}]=\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}$( $\mathrm{D}\mathrm{Q}$ [I-1], $\mathrm{X}$ ) $/\mathrm{I}$ ;
$\mathrm{H}=\mathrm{N}\mathrm{u}\mathrm{m}$ ; $\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{g}\mathrm{H}=\deg\{\mathrm{H}$ , X) +1 ; $\mathrm{N}=(\mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{x}\mathrm{L}<\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{g}\mathrm{H})7\mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{x}\mathrm{L}$ : $\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{g}\mathrm{H}_{*}$.
DHwewvect $\langle$ $\mathrm{N},$ $[\mathrm{H}])j\mathrm{f}$or $\zeta \mathrm{I}=1;\mathrm{I}<\mathrm{N}$ ; $\mathrm{I}++$ ) $\mathrm{D}\mathrm{H}[\mathrm{I}]=\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}$ ($\mathrm{D}\mathrm{H}$ [I-1],X) ;
$\mathrm{f}$or ( $\mathrm{I}\mathrm{I}=1$ ;II Len; $\mathrm{I}\mathrm{I}+*$ ) $\{$




$\mathrm{R}\mathrm{P}=\mathrm{n}\mathrm{e}\prime \mathrm{r}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}(\mathrm{L}, [1])$ : $\mathrm{f}$ or $(\mathrm{I}=1 ;\mathrm{I}<\mathrm{L}:\mathrm{I}++)$ $\mathrm{R}\mathrm{P}$ [ ] $=\mathrm{s}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}(\mathrm{R}\mathrm{P}[\mathrm{I}-11*\mathrm{R},\mathrm{F}]$ ;
$\mathrm{D}\mathrm{P}2=\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{w}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}(\mathrm{L}+1)$ ; for $(\mathrm{I}=2;\mathrm{I}<\mathrm{L}+1;\mathrm{I}++)$ $\mathrm{D}\mathrm{P}2$ [Il $=\mathrm{s}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}(\mathrm{D}\mathrm{P}[\mathrm{I}],$ $\mathrm{F}\rangle$ ;
$\mathrm{D}\mathrm{Q}2=\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{w}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}(\mathrm{L});\mathrm{f}$or $\langle$ I=l; I L; $\mathrm{I}++$ ) $\mathrm{D}\mathrm{Q}2[\mathrm{I}]=\mathrm{s}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}(\mathrm{D}\mathrm{Q}[\mathrm{I}].\mathrm{F})$ :
$\mathrm{C}=\mathrm{n}\mathrm{e}\mathfrak{m}r\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}(\mathrm{L}, [1])$ ;
for( $\mathrm{I}=1$ ;I L; $\mathrm{I}++$ ) $\{$
$1\mathrm{t}=\mathrm{L}-1-\mathrm{I};\mathrm{K}\mathrm{K}=\mathrm{L}-\mathrm{I};\mathrm{C}1=1$ ;






$\mathrm{N}=(\mathrm{L}<\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{g}\mathrm{H})7\mathrm{L}$ : DegH :
$\mathrm{s}=0_{i^{\mathrm{f}}}$ or $(\mathrm{I}=0;\mathrm{I}<\mathrm{N};\mathrm{I}++)\mathrm{S}+=\mathrm{R}\mathrm{P}[\mathrm{I}]*\mathrm{D}\mathrm{H}[\mathrm{I}]*\mathrm{C}[\mathrm{L}-1-\mathrm{I}]$ ; $\mathrm{S}=\mathrm{s}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}(\mathrm{S},\mathrm{F})$ :
$\mathrm{K}=\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{P}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{y}\mathrm{n}(\mathrm{D}\mathrm{F},\mathrm{F})$ ;
$\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{v}\mathrm{D}\mathrm{F}=\mathrm{p}\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{z}\mathrm{p}(\mathrm{K})$ ;
$\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{v}\mathrm{D}\mathrm{F}\mathrm{D}=\mathrm{s}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}$ ( InvDF , K) ;
$\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{v}=\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{w}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}$ (Len);
for ( $\mathrm{I}=1$ ; $<\mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{n}:\mathrm{I}++$ ) $\{$
143
Inv $[\mathrm{I}]\triangleleft \mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{w}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}(2)$ :
if (I $!=\mathrm{I}\mathrm{I}$ ) $\{$
$\mathrm{K}=\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{P}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{y}\mathrm{n}$ ( $\mathrm{D}$ [Il [0] , F) ;
Inv [I] [$01=\mathrm{p}\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{z}\mathrm{p}(\mathrm{K})$ ;
Inv [I] Ell $=\mathrm{s}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}(\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{v}[\mathrm{I}][0],\mathrm{K})$ ;
$\}$
$\}$
nvA$=1$ ; $\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{v}\mathrm{A}\mathrm{D}=1$ ;
for ( $\mathrm{I}=1\mathrm{j}\mathrm{I}<\mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{n}$;I +)
if (I $!=\mathrm{I}\mathrm{I}$) $\{$
$\mathrm{A}=\mathrm{s}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}(\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{v}\mathrm{A}*\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{v}[\mathrm{I}][0],\mathrm{F})$ ;
$\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{v}\mathrm{A}=\mathrm{p}\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{z}\mathrm{p}(\mathrm{A}$} ;
$\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{v}\mathrm{A}\mathrm{D}*=\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{v}$ [IJ $[1]*\mathrm{s}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}$ (InvA, $\mathrm{A}$):
$\}$
$\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{v}\mathrm{G}=1$ ; $\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{v}\mathrm{G}\mathrm{D}=1$ ;
for $(\mathrm{I}=1\cdot, \mathrm{I}<\mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{n};\mathrm{I}++)$
if (I $!=\mathrm{I}\mathrm{I}$) $\{$
$\mathrm{G}\mathrm{P}=\mathrm{r}\mathrm{s}$ (Inv[I][01, $\mathrm{D}$ [Il Ell , $\mathrm{F}$ } ;
nvG* $=\mathrm{G}\mathrm{P}[0\mathit{1}$ ;
Inv$\mathrm{G}=\mathrm{s}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}(\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{v}\mathrm{G}_{2}\mathrm{F})$ ;
$\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{v}\mathrm{G}\mathrm{D}*=\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{v}[\mathrm{I}]\zeta 1]\wedge \mathrm{D}$[Il $[1]*\mathrm{G}\mathrm{P}[1]$ ;
$\}$
$\mathrm{A}\mathrm{P}=\mathrm{r}\mathrm{s}$ (InvA, $\mathrm{L}-1,$ $\mathrm{F}$) $j$
DFP $=\mathrm{r}\mathrm{s}$ (InvDF, $2*\mathrm{L}-1_{*}\mathrm{F}$ ) ;
$\mathrm{U}\mathrm{N}=\mathrm{s}$ rem (DFP $[\mathrm{O}]*\mathrm{A}\mathrm{P}[\mathrm{O}\mathrm{l}*\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{v}\mathrm{G},$ $\mathrm{F}$) ;
$\mathrm{U}\mathrm{D}=\mathrm{f}$ ac ( $\mathrm{L}-1\rangle*\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{v}\mathrm{D}\mathrm{F}\mathrm{D}^{\wedge}$ (2$L- 1 ) $*\mathrm{D}\mathrm{F}\mathrm{P}[1]*\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{v}\mathrm{A}\mathrm{D}^{\wedge}$ $(\mathrm{L}-1 )$ $*\mathrm{A}\mathrm{P}[11*\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{v}\mathrm{G}\mathrm{D}$ ;
$\mathrm{R}\mathrm{N}=\mathrm{s}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}(\mathrm{S}*\mathrm{U}\mathrm{N}, \mathrm{F}):\mathrm{R}\mathrm{D}=\mathrm{U}\mathrm{D}$ :
${\rm Res}=[\mathrm{R}\mathrm{D},\mathrm{R}\mathrm{N}]$ ; $/*{\rm Re} \mathrm{s}=\mathrm{R}\mathrm{N}/\mathrm{R}\mathrm{D}i*/$
print (rtostr $(\mathrm{p})+^{t\mathrm{t}}$ : $’|+\mathrm{r}\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{t}\tau({\rm Res})$ );
$\}$
$\}$




if (LPZ2$==1$ ) $\{\mathrm{P}=\mathrm{s}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}(\mathrm{P}\mathrm{N}*\mathrm{A},\mathrm{F}) ; \mathrm{P}\mathrm{N}=\mathrm{p}\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{z}\mathrm{p}(\mathrm{P}) ; \mathrm{Z}\mathrm{D}*=\mathrm{s}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}(\mathrm{P}\mathrm{N}, \mathrm{P})*\mathrm{K}j\}$
$\mathrm{L}\mathrm{P}=\mathrm{i}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}(\mathrm{L}\mathrm{P}, 2)$ ;lf $(\mathrm{L}\mathrm{P}==0)$ break;
$\mathrm{B}$ -srem ( $\mathrm{A}*\mathrm{A}$ , F) ; $\mathrm{A}=\mathrm{p}\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{z}\mathrm{p}(\mathrm{B})$ ; $\mathrm{K}=\mathrm{s}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}$ (A , $\mathrm{B}$ ) $*\mathrm{K}*\mathrm{K}$ ;
$\}$
return [PN, $\mathrm{Z}\mathrm{D}$] ;
$\}$
$/*$ $*/$
$/*\mathrm{A}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{r}$ sp load . $*/$
def inversePolyn(Poly. F) $\{$
$\mathrm{X}=\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}(\overline{\mathrm{r}})$ ;
Alg$=\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{w}\mathrm{a}(\mathrm{F})$ ;
Inv$=\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{p}\mathrm{a}$( $1/\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{b}\mathrm{s}\mathrm{t}$(Poly , $\mathrm{X}$ ,Alg));
$\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{v}\mathrm{R}=\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{g}\mathrm{t}$ orat (Inv) ;
if ( $\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}$ (InvR) $\iota=0$ ) $\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{v}\mathrm{R}=\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{b}\mathrm{s}\mathrm{t}$ (InvR, $\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}$ (IJIVR). X) ;
return InvR;
$\}$
end$
